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НАПIВГРУПИ РIССА НАД ЦИКЛIЧНОЮ ГРУПОЮ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ СКIНЧЕННОГО
ЗОБРАЖУВАЛЬНОГО ТИПУ
У цiй статтi ми розглядаємо напiвгрупи Рiсса над циклiчною групою четвертого порядку та опису-
ємо напiвгрупи скiнченного зображувального типу в модулярному випадку, тобто, коли характеристика
основного поля рiвна два.
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Вступ
Нехай C4 = {e, a, a2, a3 | a4 = e} — циклiчна
група четвертого порядку i B — не нульова n×m
матриця над C4 ∪{0}. Для кожного g ∈ C4 та пари
iндексiв (i, j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n розглянемо
m× n матрицю (g)ij . У цiєї матрицi на мiсцi (i, j)
стоїть елемент g, а решта рiвнi нулю. Позначимо
R(C4, B) множину всiх таких матриць разом з ну-
льовою матрицею. Визначимо множення «∗» таким
чином
(g)ij ∗ (g′)i′j′ = (g)ij · B · (g′)i′j′ ,
де «·» — звичайне множення матриць. Тодi мно-
жина R(C4, B) разом з операцiєю «∗» називаєть-
ся напiвгрупою Рiсса над групою C4 з сендвiч-
матрицею B.
Позначимо R(B) = R(C4, B). Нехай також по-
ле F має характеристику два. Нас буде цiкавити зо-
бражувальний тип напiвгрупи R(B) над полем F .
Зауважимо, що задача про опис зображень напiв-
групи R(B) еквiвалентна задачi про опис зобра-
жень її напiвгрупової алгебри F [R(B)].
ПозначимоM(B) = F [R(B)]. ТодiM(B) — це
алгебра всiхm×n матриць над груповою алгеброю
F [C3] з множенням M1 ∗M2 = M1BM2.
Аналогiчно, як у статтi [1], доводиться, що за
матрицею B можна побудувати так зване «спро-
щення» — матрицю D, що має такий вигляд:
D =


e 0 0 0 0
0 A1 0 0 0
0 0 A2 0 0
0 0 0 A3 0
0 0 0 0 0

 ,
де
A1 = diag(a+ e, . . . , a+ e),
A2 = diag((a+ e)
2, . . . , (a+ e)2),
A3 = diag((a+ e)
3, . . . , (a+ e)3)
— дiагональнi матрицi.
При цьому алгебри M(B) та M(D) мають
однаковий зображувальний тип.
Основний результат
У цьому роздiлi ми доведемо теорему, що опи-
сує всi напiвгрупи Рiсса скiнченного типу. Це
основна теорема статтi.
Теорема 1. Алгебра M(B) має скiнченний зобра-
жувальний тип тодi i лише тодi, коли її спрощен-
ня — матрицяD дорiвнює однiй з таких матриць:
(e),
(
e 0
0 a+ e
)
.
Доведення теореми ми проведемо в декiлька
крокiв.
Твердження 2. Якщо матриця D мiстить нульо-
вий рядок (стовпчик) i D˜ — матриця, отримана
за допомогою викреслення цього рядка (стовпчи-
ка), то алгебра M(D˜) є факторалгеброю алгебри
M(D) за деяким iдеалом.
Доведення. Доведемо твердження у випадку, коли
m-й стовпчик матрицi D є нульовим. Розглянемо
алгебру M(D), вона має базис eij , aij , a¯ij , a¯ij ,
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, де eij — це матриця
з єдиним ненульовим елементом e на мiсцi (i, j),
aij — це матриця з єдиним ненульовим елементом a
на мiсцi (i, j), a¯ij — це матриця з єдиним ненульо-
вим елементом a2 на мiсцi (i, j), a¯ij — це матриця
з єдиним ненульовим елементом a3 на мiсцi (i, j).
Лiнiйний пiдпростiр
I = 〈em1, . . . , emn, am1, . . . , a¯m1, . . . , a¯m1, . . . , a¯mn〉
є iдеалом в M(D). Дiйсно, Demj = 0, тодi
x ∗ emj = 0 для всiх x ∈ M(D), отже, I є лi-
вим iдеалом. Матриця emj має ненульовi елементи
лише у m-му рядку, а отже, матриця emj ∗ x має
ненульовi елементи лише у m-му рядку, отже, I
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є правим iдеалом, а отже, двостороннiм iдеалом.
Аналогiчне справедливо для amj , a¯mj , a¯mj . Отже,
I — iдеал. Легко бачити, щоM(D)/I ≃M(D˜).
Твердження 3. Алгебри M(D) з однiєю з таких
сендвiч-матриць D є нескiнченного зображуваль-
ного типу.
(
e 0
0 0
)
,

 e0
0

 , ( e 0 0 ) .
Доведення. У випадку
D =
(
e 0
0 0
)
алгебраM(D) має базис
{eij , aij , a¯ij , a¯ij | 1 ≤ i, j ≤ 2}
(позначення як у попередньому твердженнi). По-
мiтимо, що e22 = e21 ∗ e12, a12 = a11 ∗ e12,
a21 = e21 ∗ a11, a22 = e21 ∗ a11 ∗ e12, a¯11 = a211,
a¯12 = a¯11 ∗e12, a¯21 = e21 ∗ a¯11, a¯22 = e21 ∗ a¯11 ∗e12,
a¯11 = a11 ∗a11 ∗a11, a¯12 = a¯11 ∗e12, a¯21 = e21 ∗ a¯11,
a¯22 = e21 ∗ a¯11 ∗ e12.
Таким чином, система твiрних алгебри склада-
ється з таких елементiв {e11, e12, e21, a11}. Маємо
такi спiввiдношення:
e1 ∗ e1 = e1; e2 ∗ e1 = 0; a1 ∗ e1 = a1;
e1 ∗ e2 = e2; e2 ∗ e2 = 0; a1 ∗ a1 ∗ a1 ∗ a1 = e1;
e1 ∗ a1 = a1; e2 ∗ a1 = 0.
Розглянемо таке зображенняR(X) алгебри, при
якому елементам e11, e12, e21, a11 вiдповiдають такi
матрицi:

E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
0 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0

 ,


E X 0 0
E E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Можна перевiрити, що для такого набору матриць
виконуються всi спiввiдношення алгебри, отже, це
дiйсно є зображенням алгебри. Легко перевiрити,
що два такi зображення R(X) та R(X ′) еквiва-
лентнi тодi i лише тодi, коли iснує невироджена
матриця S така, що X ′ = S−1XS. Отже, задача є
нескiнченного типу.
У випадку
D =
(
e 0 0
)
базис алгебри складається з елементiв
{ei1, ai1, a¯i1, a¯i1 | 1 ≤ i ≤ 3}. Помiтимо, що вико-
нуються такi спiввiдношення ai1 = ei1 ∗ a11, a¯11 =
a11 ∗ a11, a¯11 = a11 ∗ a11 ∗ a11, a¯i1 = ei1 ∗ a11 ∗ a11,
a¯i1 = ei1 ∗ a11 ∗ a11 ∗ a11, 1 < i ≤ 3.
Отже, система твiрних алгебри складається з
елементiв {e11, e21, e31, a11}. Спiввiдношення такi:
e11 ∗ e11 = e11; e11 ∗ e21 = 0; e11 ∗ e31 = 0;
e21 ∗ e11 = e21; e21 ∗ e21 = 0; e21 ∗ e31 = 0;
e31 ∗ e11 = e31; e31 ∗ e21 = 0; e31 ∗ e31 = 0;
a11 ∗ e11 = a11; a11 ∗ e21 = 0; a11 ∗ e31 = 0;
a11 ∗ a11 ∗ a11 ∗ a11 = e11.
Розглянемо таке зображенняR(X) алгебри, при
якому елементам e11, e21, e31, a11 вiдповiдають такi
матрицi: (
E 0
0 0
)
,
(
0 0
E 0
)
,
(
0 0
X 0
)
,
(
E 0
0 0
)
.
Можна перевiрити, що для такого набору матриць
виконуються всi спiввiдношення алгебри, отже, це
дiйсно є зображенням алгебри. Легко перевiрити,
що два такi зображення R(X) та R(X ′) еквiва-
лентнi тодi i лише тодi, коли iснує невироджена
матриця S така, що X ′ = S−1XS. Отже, задача є
нескiнченного типу.
Твердження 4. Якщо матрицi A1, A2 та A3 —
порожнi, то алгебраM(D) має скiнченний зобра-
жувальний тип тодi i лише тодi, коли
D = (e).
Доведення. Нехай матриця D має розмiр n × m i
має єдиний ненульовий елемент e на мiсцi (1, 1).
Позначимо таку матрицю En,m. Якщо n ≥ 3, то
за твердженням 2 алгебра M(En,m) має фактор-
алгебруM(E3,1), яка є нескiнченного зображуваль-
ного типу за твердженням 3, а отже, i сама алгебра
нескiнченного типу, бо алгебра, що має фактор-
алгебру нескiнченного типу, сама є алгеброю не-
скiнченного типу. Аналогiчно розглядається випа-
док m ≥ 3. Таким чином, m,n ≤ 2, але якщо
m = n = 2, то за твердженням 3 алгебра також
матиме нескiнченний тип.
Отже, можливi лише такi випадки:
D = (e), D =
(
e 0
)
, D =
(
e
0
)
.
У випадку D = (e) ми маємо просто зобра-
ження групи C4 над полем характеристики два. Ця
задача скiнченного типу (див. [2]). Якщо
D =
(
e
0
)
,
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то алгебра має базис e1 = (e 0), e2 = (0 e),
a1 = (a 0), a2 = (0 a), a¯1 = (a2 0), a¯2 = (0 a2),
a¯1 = (a
3 0), a¯2 = (0 a3). Системою твiрних є еле-
менти {e1, e2, a1}. Розглянемо деяке зображення:
Me1 , Me2 , Ma1 . Пiсля приведення матриць Me1 ,
Me2 до вигляду

E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
матриця Ma1 буде мати такий вигляд

U11 U12 0 0
U21 U22 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
тодi для матрицi
U =
(
U11 U12
U21 U22
)
отримаємо задачу про опис оператора U такого,
що U4 = E у векторному просторi градуйованому
частково-впорядкованою множиною S = {1 < 2}.
Ця задача нескiнченного типу [3, Theorem 1]. Ви-
падок D = (e 0) розглядається аналогiчно.
Твердження 5. Якщо матриця A1 не порожня,
тобто D мiстить на головнiй дiагоналi хоча б
один елемент a + e, то така алгебра має скiн-
ченний тип лише у випадку
D =
(
e 0
0 a+ e
)
.
Доведення. Нехай матриця D має порядок n ×m,
причому на мiсцi (1, 1) стоїть e, на мiсцi (2, 2) сто-
їть a+ e, далi на головнiй дiагоналi стоїть будь-що
(0, a+e, (a+e)2 або (a+e)3) (зауважимо, що може
бути також випадок матрицi розмiру 2×3 та 3×2).
Припустимо, крiм того, що n ≥ 3. Алгебра M(D)
має базис {eij , aij , a¯ij , a¯ij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n}
(позначення, як вище). Помiтимо, що виконуються
такi рiвностi eij = ei1 ∗ e1j , a11 = e12 ∗ e21 + e11,
a1j = a11 ∗ e1j , ai1 = ei1 ∗ a11, aii = ei1 ∗ a11 ∗ e1i,
a¯11 = a
2
11, a¯1i = a¯11 ∗ e1i, a¯i1 = ei1 ∗ a¯11,
a¯ii = ei1 ∗ a¯11 ∗ e1i, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n. Та-
ким чином, система твiрних алгебри складається з
таких елементiв
{e11, e1j, ei1 | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.
Розглянемо зображення R(X) цiєї алгебри, при
якому
Me11 =
(
E 0
0 0
)
, Me12 =
(
0 E
0 0
)
,
Me13 =
(
0 X
0 0
)
.
Решта матриць нульовi. Два такi зображення
R(X) та R(X ′) є еквiвалентними тодi i лише то-
дi, коли iснує невироджена матриця S така, що
X ′ = S−1XS. Отже, задача є нескiнченного типу.
У випадку D розмiру 2 × 2 алгебра матиме си-
стему твiрних e11, e12, e21. Пiсля приведення ма-
трицi Me11 ,
Me12 =
(
0 X
0 0
)
, Me21 =
(
0 0
Y 0
)
,
де для матриць X , Y виконується спiввiдношення
(XY )4 = 0. Ця задача скiнченного типу.
Твердження 6. Якщо матриця A1 порожня, а A2
або A3 не порожня, тобтоD мiстить на головнiй
дiагоналi хоча б один елемент (a+e)2 або (a+e)3,
то така алгебра має нескiнченний зображувальний
тип.
Доведення. Нехай матриця D має порядок n ×m,
причому на мiсцi (1, 1) стоїть e, на мiсцi (2, 2) сто-
їть (a+ e)2 або (a+ e)3, далi на головнiй дiагоналi
стоїть 0, або (a+ e)2, або (a+ e)3. АлгебраM(D)
має базис {eij , aij , a¯ij , a¯ij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n}.
Помiтимо, що eii = ei1 ∗ e1i, a1j = a11 ∗ e1j ,
ai1 = ei1 ∗ a11, aii = ei1 ∗ a11 ∗ e1i, a¯11 = a211,
a¯1j = a¯11 ∗ e1j , a¯i1 = ei1 ∗ a¯11, a¯ij = ei1 ∗ a¯11 ∗ e1j ,
a¯11 = a
3
11, a¯1j = a¯11 ∗ e1j , a¯i1 = ei1 ∗ a¯11,
a¯ij = ei1 ∗ a¯11 ∗ e1j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n. Та-
ким чином, система твiрних алгебри складається з
таких елементiв
{e11, e1j, ei1, a11 | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ i ≤ n}.
Розглянемо таке зображенняR(X) алгебри, при
якому елементам e11, e12, e21, a11 вiдповiдають такi
матрицi:

E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
0 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0

 ,


E X 0 0
E E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
а рештi твiрних вiдповiдають нульовi матрицi.
Можна перевiрити, що для такого набору матриць
виконуються всi спiввiдношення алгебри, отже, це
дiйсно є зображенням алгебри. Легко перевiрити,
що два такi зображення R(X) та R(X ′) еквiва-
лентнi тодi i лише тодi, коли iснує невироджена
матриця S така, що X ′ = S−1XS. Отже, задача
нескiнченного типу.
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Висновки
У статтi ми розглянули напiвгрупи Рiсса над
циклiчною групою четвертого порядку. Ми вивча-
ли їх зображувальний тип у модулярному випадку
i дали опис усiх напiвгруп, що мають скiнченний
зображувальний тип.
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